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単位行列 (nX n) 

口目的 口

この演習の目的は、マルクスの 『資本論』の数学的構成を、近代経済学の方法にもと

づいて理解し、マルクス経済学ならびにマルクス主義の意義と限界について、これ以上な

いほど徹底的な理解をはかることである。

A:=; (久じ):i行 j列の要素を aljと

ノ する、投入産出行列 (nX n) (AーI)-I: (A-I)の逆行列

要者
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口o口数学的準備

0-1 線型数学の基礎練習

本基礎概念…・・・ベクトル、行列、行列式、線型変換、対称行列、交代行列、行列の階数、

正則行列、余因子、余因子行列、余因子展開、逆行列、クラマーの公式、

固有値、固有ベクトル、固有方程式、二次形式

本行列式の 6つの性質

牢行列の和、行列の積

牢行列とは、 「ベクトル空間からベクトル空間への線型写像」であること。

牢逆行列の求め方、逆行列が存在するための条件

口 1口 第1章価値の二重の定義

1 -1 価値Jの定義が2通りあるようにみえる

本価値(あるいは、労働価値)は、マルクスの経済学の根本概念である。しかし、この

概念は正確に理解されてこなかった。

本マルクスの『資本論』のなかに、異なる 2通りの価値の定義があるようにみえる。

(i) rこれらのものが表しているのは、ただ、その生産に人間労働力が支出されてお

り、人間労働が積み上げられているということだけである。このようなそれらに共通

な社会的実体の結晶として、これらのものは価値一一商品価値なのである。J(p.52 ) 

(己) rある使用価値θ価値量を規定するものは、ただ、社会的に必要な労働の量、す

なわち、その使用価値の生産に社会的に必要な労働時間だけである。J(全集 Iap. 53) 

本(i )は、ある商品の価値=その商品に体化された総労働量

(u)は、ある商品の価値=その商品を純生産するのに社会的に必要な総労働量

cf.西村和雄 1982 r経済数学早わかり』日本評論社第 2 章 (25~ 101頁)

0-2 レオンチェフの投入一産出分析 (Input/OutputAnalysis) 

本基礎概念・…・・資源、最終生産物、中間生産物、資本、原材料、最終需要、投入、産出、

投入産出係数、投入産出行列

資源=今 こど〉 最終生産物

(==最終需要)

1-2 モデル(価値の定義1)

牢仮定 a)各産業の生産方法は 1つしかない。(技術選択の問題は起きない〕

b)各産業は 1種類の生産物を生産する。(結合生産の問題は起きない)

c)労働以外のいかなる生産要素も存在しない。(しかも単純労働のみ)

d)全資本財は同ーの生存期間c1単位時間)を有す。(本来の意味での固定

資本は存在しない)

e)全商品は同ーの生産期間を有する。これを 1単位時間とする。

f)各生産過程は 1時点(期首)投入-1時点(期末〉産出型である。

本商品 iの生産過程

• 1単位の商品iは、 aJ i単位の資本財 (j== 1.…. n)とし単位の労働で生産

される。これをベクトルで表すなら、 (a 1 i. a 2 i. …. a n i. 1 )。

• 1単位の商品 iに体化された労働量を Ai とすれば、

Ai ==aliA1 +a2iA2 +…+aniAn+l. 

中間生産物

経済システム

本レオンチェフ・モデル

投入産出係数一定(規模不変)と仮定した、線型の産業連関モデル。計画経済の基

本モデルである。

ヱ 乙



牢一般に、 n個の資本財と、 m-n個の賃金財あるいは著修財がある経済では、それぞ

れの商品の価値は、つぎのように決定される。

である。そして、資本財の価値ベクトルは、つぎのように計算される。

M， =L， X， (4 ) 

A， =A， A， +L， 

A，，=A， A"+L，， 

(1) 

( 2 ) 

ここでのM， (μ 1. μ2…， μn )が、第2の定義による資本財の価値を表す。

本【賃金財】 賃金財(もしくは著修財)の 1単位当たり、資本財1.… nはそれ

ぞれ、 a11， a 2 i，… a n iずつ必要であるから、それを補填する資本財 x J， 

Xn 'は、以下の方程式で決定される。

ただし、

r (;¥"ーー α¥ni 
A， =1 ・ l

l t:X 11¥‘-. (lI'W¥ J 

rU¥>>t， 

A，，=I 

Lα}'lnャl
χlLqHχ z-十一寸 α11'¥フι二十 q，i，フ

文zι(.¥"2..¥えん・ーT C¥-z.1'lえどγαtt ら

χJ=α同叫む九一+a¥1V¥えCャ α川 J
1単位の賃金財 iを生産するのに必要な総労働量は、賃金財 i産業で働く労

( 5. i) 

L ， ( 1 1. 1 2.……， 1n)， L，，=(1n+1……， 1m) ， 

A， O.I. A2 ……，L)， AII=(λ 叶 l ……，A m ) 

Aは資本の投入産出係数行列、 Lは労働投入係数ベクトル、 Aは価値ベクトルである。

ここで、

1 -3 モデル(価値の定義2)

牢【資本財】 例えば、 1単位の資本財lを生産するには、 a1 i，… a n i単位の資本

財1.… nが必要である。これらの資本財が生産されなければならないとすれば、

そのためさらに資本財の生産が必要であり、さらにまた、というようなことがおきる

(資本財1.γnの産出量に対する乗数効果)0 1単位の資本財1の生産のために

ひき起こされる波及作用をすべて考慮したのち必要とされる資本財、 X，I，… Xn 

の総計をうるには、つぎの投入産出方程式を解かねばならない。

~}= a" x..人十 αIhχJ+17

χJ=α2¥疋11ト・ +O-ZVI工的寸 O 与

えJこ UV¥¥之九十氏f1r¥X-'~1i T 0 j 
そして、 1単位の資本財1を生産するのに必要な総労働量は、

s1 =員勾ちi

同様に、資本財2の価値は、つぎの方程式の解を用いて、

Lzzq11X九』・十d1nxf十 o 7 

d=hXJ1 十 Gh.nXふ生 γ

X九三.== UV¥¥ス「ナー キ αhY¥又よ十o ~ 
つぎのように決定されるo "， 

メA'z :::::毛布ゲ
資本財 3~n も、同様であるも'

働者の労働 1i と、そこで使用される資本財 l~nを純生産するのに必要な労働者の

労働との総和、すなわち、 h ‘ 

~ ‘ーも n 

メん乙 =ξfモiA..j 十λ 乞

となる。これが、第2の定義による賃金財iの価値である。

本以上をまとめて、賃金財の価値を行列のかたちで表せば、

( 6. i) 

XII=AI XII+AII 

M，，=L1 X1，+L" 

(5) 

(6) 

ただし、

(3.1) 
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(4.1) 

1 -4 (Th)価値の第lの定義は、価値の第2の定義と同一である。

牢【証明】まず資本財の場合、すなわち(1)と(4)とが同一であることを示す。

A， =A， A，十L， (1) 

(3.2) 

両辺に右からX，をかける。

AI X， =A1 A， X， +L， X1 

右辺の第 l項を左辺に移動する。

A， X， -A， A， X， =L， X， 

A， (X 1 -A， X， ) = L， X， 

AI =LI XI 

二 M，
(・:X1 -A1 X， =1 ←(  3) ) 
(γ(4) ) 

(4.2) 

本./2.l上をまとめると、

X， =A， X1 + 1 

ただし、 IはnXnの単位行列であり、

×工=r~' 
Lえni

( 3 ) 牢つぎに賃金財の場合、すなわち、 (2)と(6 )とが同一であることを示す。

AI =A1 A， +L， (1) X，は、

ス--}-_.. .A.，V¥ 7 

Xγ2 -.. X
I1
I'l J 

両辺に右からX"をかける。

A， XII=A， A， XII+L， XII 

これに、 ( 2 )式 (A11ニ A，AII+LII)を加える。

J 
らよ三



A，， +A， X，，=A， A， X，， +L， X，， +A， A"+L，， 
A，， +A， X，，-A， (A， X，， +A，，) =L， X"+L，， 

A " + A， X" -A， X" = L， X" + L " (": (5) ) 

A，，=L， X"+L，， 

=M" (・.・(6) ) 

本考察 以上の結果は、第1の定義一一価値決定システム(商品価値)ーーが、第2

の定義一一投入産出システム(実物産出量)ーーと双対であることを示している。

1 -5 (Th)国民生産物の価値は総雇用に等しい。

本前節の結果は、価値の第1の定義一一価値決定システム(商品価値)一ーが、第2の

定義一一投入産出システム(実物産出量)ーーと双対であることを示している。

牢マルクスの『価値j概念は、神秘的で観察可能でない、と批判されてきた。しかし、

二つの定義が同一であることを示したので、価値は、観察可能な雇用(労働時間)と

して完全に客観的に考察できる。

牢【証明】 y:資本財の抱産出量の列ベクトル

z 賃金財(または著修財)の産出量の列ベクトル

A' y+A" z (7) 

:国民生産物(あるいは国民所得)の価値表示

資本財の純産出量yに必要な資本財の粗産出量は、 X，y。賃金財の産出量Zに必要

な資本財の粗産出量は、 X"z。そこで、資本財産業、賃金財産業の総雇用を、労働

時間で表示すると、それぞ才l、L， (X， y + X ， ， z )、 L"zとなる。そこで、こ

の経済の総雇用は、つぎのように表される。

L， (X， y + X ， ， z) + L ， ， z 

=M， y+M"z 

=A， y+A"z 

さらに、上式を変形すれば、

A， y+A"z 

(両産業の雇用の和)

(・:Mの定義(4) (6)) 

(γMとAの同一牲) (8) 

(A， A， +LI ) y+ (A， A，， +L，，) z (": Cl) (2)) 

(9) (A， A， y+A， A"z) + (L， y+L"z) 

すなわち、

A I A， y + A， A" z = L， (X 1 Y + X" z) + L l' Z一 (L，y + L" z) 

この式は、用いられた資本の価値が、総雇用マイナス、 yおよびZのための直接的雇

用として、計算可能であることを示している。すなわち、価値は、仮定a)......0が

成立している経済で、一点のあいまいさもなく定義でき計算できる。

牢 (9)式は、国民生産物の価値は総雇用に等しいことを示している。この式から、ケ

インズの有効需要の原理が直接に導かれる。すなわち、国民所得の増加によってのみ

雇用が拡大される、のである。

S 

口2口第2章隠された仮定

2 -1 r生産的であること」は、経済が自己充足的であることの必要十分条件

牢価値が、有意味な概念、であるためには、全価値が正、あるいは少なくとも非負でなけ

ればならない。このような隠された仮定が、 『資本論』にはいくつかある。

本ある経済に、どんな財でも生産できる技術がそなわっていることを、生産自 (pro-

duc t i ve)であるという。それは、 X
O >A， XO を満たす主のベクトルx日が存在

することを意味する。

牢(Th)r生産的であること」は、経済が自己充足的であることの必要十分条件である。

【証明】 (→) A，が生産的であるとする。

時資本財産業のどんな純産出ベクトルf(み 0)を与えても、十分に大きなスカ

ラー tをとれば、 txO>A， txO +fなる XOか存在する(・:A，は生産的)。

E争 x'=A，txO+f とおけば、 tXO >x Iである。

時 Xl~ A， x】+f (・:A，>0 t:争 A，txO~A ， Xl  

E争 Xl =A， txO +f ~ A， Xl  +0  

時つぎに、 x2 =A， Xl  +f とおくと、 x2~A ， x2 +f となる。

時 この手続きを繰り返すと、単調誠少量仔リ tx O.X I .X 2 • …・・・がえられるが、こ

れは f (み 0)によって下限を画されているから、この数列は、

x=A， x+f (1) 

が成り立つような非負の極限ベクトルをもっ。

(←) (1)式がe 任意の非負・非ゼロの fに対して、非負解Xをもっとする。

E争 f 0 > 0のとき、 x日=A，XO + f だから、 XO>0 (f日が正→x日も正)。

E争 X
O >A， XO (すなわち、 A，は生産的)

牢〔考察~資本財iの生産) fの第i番目が1、他のはすべてOである場合を考える。

このfに対応する(1)の解ベクトルピは、資本財iの純生産に必要な各資本財の

粗生産量である。 x'が非負であれば、生産は可能であり、逆にx'の成分のどれか

が負であれば、生産は不可能である。 A，が生産的であるなら、どが非負であるこ

とは保証される。この限りで、どの生産に直接必要な労働量 Lx i (すなわち、

商品iの価値)を計算することに意味があり、その値は非負である。

牢〔考察~賃金財iの生産) fがある賃金財iの資本投入係数ベクトルに等しい場合を

考える。この場合も、この fに対応する(1)の解ベクトルをx‘と書けば、非負で

あり、生産可能。商品iの価値 Lx' + 1，も非負である。

2 -2 (Th.)資本財産業が生産的であることが、資本主義社会の存続のための必要条件

である(だが十分条件ではない)

牢〔資本主義社会の存続とは〕 各産業が正の利潤を生み出すことが必要。すなわち、

資本財の価格の行ベクトルを(p，・….P. )、賃金財(ならびに著修財)の価格の行

ベクトルを(P.+ i.…. Pm )、賃金律をωと表すとすれば、資本財については、

p， >p， A， +ωL， (2) 

6を



賃金財については、

P..>p. A..+ωL.. (3) 

が成立する必要がある。 ω~ 0であるから、 (2)式は、

P. >p. A. (4) 

を意味するが、その逆((4)ならば (2))は言えない(賃金が高すぎる場合)。

それゆえ、 (4)式は、各産業が同時に収益をあげる可能性のための必要条件(だが

十分条件ではない)である。また、 (4)式を満足する正の価格群P.が存在するの

は、資本財産業が生産的である場合、しかもその場合だけである。

本(百1.) A.が生産的であるならば、 A..も生産的であり、逆も成り立つ。

【証明】 (→) gを任意の行ベクトル (g>0)とし、つぎの式を考える。

y=yA. +g (5) 

A.は生産的である(仮定)から、投入ー産出方程式(1)は、非負・非ゼロの列ベ

クトルfに対して、非負・非ゼロの解x(x=A. x+ f)を与える。(1)式にy

を左からかければ、

yx=yA. x+yf 

をうる。また、 (5)式にxを右からかければ、

yx=yA. x+gx 

をうる。それゆえに、

yf=gx 

である。

fの第 i番目の成分を l、残りをOとする(すなわち、 yf=Yi)とすることが

できる。他方、 gのすべての府知正、 xは非負・非ゼロだから、 gxは常に正であ

る。だから、すべての iについて、 yi> 0である。このわに対して、 (5)式か

らgを差し引くと、

y>yA. (6) 

がえられる。 (6)式は、各産業が、正の利潤をあげうる可能性((4)式)を示すo

• (←)ある y (> 0)に対して、 (6)式が成立するとする。 (6)式は、

y' >A.' y' 

と等値である。ただし、 A..はA.の転置行列、 y はyの転置(列)ベトクルを

表す。すると、 A..は生産的である。したがって、 (5)~(6) の論法でA. • 

は、つぎの式をみたす正のベクトルzをもっ。

z >zA. . 

したがって、ゼロよりも大きいz' (zの転置ベクトル)に対して、

z' >z' A. 

となる。これは、 A.が「生産的Jであることを意味する。

牢〔考察~資本主義社会の存続の十分条件〕 資本主義社会が存続するための必要条件

は、労働価値論が有意味性をもっための必要十分条件と、同一である。資本主義社会

が存続するための十会条件としては、これに加えてもうひとつの条件、すなわち、実

7 

質賃金率が、資本家が労働者を搾取する水準で決定されるという条件が必要になる。

この条件は、第5章で論ずる。

2 -3 (Th.) r価値Jが正となるためには、以下の仮定が必要である。

(i)資本財産業の投入産出係数行列A.は、非負、分角柄、可能、生産的であり、労

働投入係数ベクトルL. は、非負・非ゼロである。 ~A I.~ 

(益)賃金財(およひ著修財)産業の資本 ・労働投入産出係数行列 lL..Jは、各列

について非負・非ゼロである。

本(i)の後半は、労働が、資本財産業の少なくとも 1つにとって不可欠であることを

意味している。(垣)は、賃金財(および著修財)産業は、労働なしでもよいかもし

れないが、どの産業もなんらかの投入物(資本財または労働)を使用しなければなら

ないことをのべている。

牢マルクスは、どの産業も(正の)労働を投入すると考えた。しかし、 A.を単に非負

とするのでなく、分解不可能な非負性 (indecomposablenon-negativeness)に強める

なら、その仮定をL.?o.手 Oにまでゆるめることができるのである。

本(定義)資本財産業A.が分解不可能 (indecomposable)である。

牛主〉 資本財産業(1. 2.…. n)を、どのような2つのサプ・グループ、 (1. 

…. k)と (k+1.…. n)とに分けても、いっぽうが他方の産出物を投入

しないで自己の産出物を生産できる、すなわち独立なサプ・クツレープをつくる

ことカfできない。

牢このことは、 A.を行や列の入れ換えによって、

[A81h] 
o A22 I 

のようなかたちにできないことを意味する。

本 (Le皿a) A.が非負、分解不可能、かっ生産的ならば、投入一産出方程式(1)の

解Xはすべてのf;P O.手 Oに対して厳密に正であるo

【証明】第i番目の資本財の価値を計算するために、 (1)式のfの第 i成分を1、

のこりを0とする。 ゆ fに対応して、厳密に正の解xが定まる (":A.は分解

不可能かつ生産的)。 ゅ xに左から労働投入ベクトルをかけ、 L.xをうる。こ

れは、資本財iの価値であり、正である(・:xは正、 L.は非負、非ゼロ)。

賃金財(およひ著修財) iの価値を求めるには、その資本投入係数ベクトルに等

しいようにfを定める。 fはゼロでも、非負・非ゼロでもよい。ゼロの場合、それ

に対応する(1)式の解xはゼロであるが、賃金財(および著修財)の価値、

Al=LIJxJ+L (8) 

は、仮定(益)によってし >0であるから、正である。 fが非負・非ゼロの場合

は、それに対応するしはすべて正となる (γA.は分解不可能、かっ生産的)。

8 .... 



それゆえ、 が正かゼロかに関わりなく、 il.> 0である (γ(8)式右辺の第

1項が正)。

口3口第3章相対価値の量的決定

3-1 単純商品生産社会における、相対価値の決定

本基準商品 (standardcommodity) それによってすべての商品の価値を表現する商品

(たとえば、資本財1)

相対価値 λ，/ん : 1単位の商品 iの価値に等しい基準商品の量q

(λ ，=q)'1) 

l単位の商品 iと、 q単位の商品1には、同じ量の労働が体化されている。

本単純商品生産社会:自分の所有する生産手段によって生産した生産物を、交換しあう

諸個人からなる社会。(資本家はおらず、労働者の搾取もない。)

本 (Th.) 価格(=商品聞の交換比率)は、均衡状態では、相対価値に等しくなる。

(Th. ) 相対価値は、技術係数 (A，.L，.A". L，，)によって完全に決定される。

3-2 技術変化にともなう価値の変イヒ~マルクスの考察

キマルクスは、労働生産性が変化すれば、商品を生産するのに必要な労働時間が変化す

ることを知って、考察し、つぎの4つの結論をえた。

(a)商品iの相対価値は、基準商品(商品1)の価値が不変であれば、商品 iの価

値に応じて騰落する。

(b)商品iの価値が不変であれば、商品1で表現されたその相対価格は、商品1の

価値に反比例して騰落する。

(c)全商品の価値が同時に、同一割合で騰落すれば、相対価値は不変である。

(d)商品iと商品1が、異なる比率または異なる方向に変化するときには、 (a) 

(b)により、両者の結合として導くことができる。

本マルクスは、数学的準備が足りなかったために、技術係数(I，.alk)の変化がλし

んの両方に影響してどうなるかを、これ以上考察できなかった。

3-3 技術変化にともなう価値の変化

牢(仮定)以下、簡単のために、各産業は正の労働投入係数をもっと仮定する。

牢 (Th.) 資本財 i(i~n) の労働投入係数 1 ，のみが小さくなると、すべての資本

財の絶対「価値Jの減少をひきおこす。

【証明】資本財産業の価値決定方程式 A， =A， A， +L， (第1章の(1))を、

1 ，によって微分すると、

;:)九 &/.I ふλ11. _ 
一一一 =α11-=:7に十・ー 十 ~nl 一ーー十 O;).1.i. 十 iTJli.' -- I V¥nlふ£乙 v

主~L_ '" 、み人 A 、δλ附 ， 
o U  -l..¥ω 瓦乙.・・ .叫し五五:十 L

BAm 点 以 ， "'L d-/lrI . ̂  
一一一一 -αIh一一一一十・・ ーγ 叫 nh=-一一一ャ U
(}-1-乙(}.JL乙 。 O.Q.乙 v

? 

あるいは、これを行列のかたちで表せば、

δ.1¥1 d-Jベ工 JI ι 
3ZC=万 ♂zκδ (1) 

となる。ただし、 kt)"は、クロネッカーのデルタ (Kromecker's δ)を要素とする行

ベクトル (δ11.δ21. …， δ.，)であり、その i番目の要素は 1、他はOである。

ここでこの方程式(1)を、第2章の方程式(1)、すなわち、

x=A1 x+f (2) 

と結びつける。ここで、 fのj番目の要素を 1、ほかを0としよう。これに対応する

ベクトルxは、厳密に正である (γA，は非負、分角杯可能、生産的)0 ( 1 )式に

xを右からかけると、

みノヘェ ふ11工ハ ι 
~x= ーム一八ェコ正十I'<~え

かえし dJ-~ ，‘ ド

(2)式にθA，/δ1 t を左からかけて、

oIlr. _ dl¥r. みAx.Jl
-一疋=一一一 A工工+ー~--v-
o' 1[， -- d..Jl心.L.--- . d.J2.乙J

両式から共通項を消去すると、つぎの式をうるo

kρ=どtf
u.x..¥.. -

k とfはそれぞ才L、第i番目、第j番目の要素が1、ほかはOとしてあるから、

k品x=x1 (xの第 i番目の要素)

ðA予lð;'~t =δ九L/aJ2じ
(θA， /θ1 ，の第j番目の要素)

をうる。したがって、 x>Oということは、すべての jについてδA，/al，>1 

であることを意味し、このことは、労働投入係数 1，とすべての絶対価値Aj (j= 

1.…， n)が同一方向に変化することを意味している。

本 (Th.) 資本財産業 iの労働投入係数のみが小さくなり、他の産業が不変であれば、

基準商品1で表した商品iの相対価値は、任意の他の商品 jよりも大きな割合で小さ

くなる。

【証明】 帰謬法によって証明する。

(HO) 1，が主制Pしたとき、価値が最高率で下落する商品(学 i)が存在する。

変化が終わったあとの価値を、 A1 ，…il.であらわす。

商品jが資本財なら、変化以前は、

Aj =a1JA1 +…+ a.Jλ. + 1 J 

変化以後は、

λプ=a1JA1>1f+…+a.JAプ+1 J 

(4)式の両辺を (3)式の両辺でわると、

A F a ljA?+…+a川 Af+lj 

AJ a1JAJ +…+a.JA. +IJ 

/o 

(j ~n) 

( j 孟n)

(j ~n) 

(3) 

(4) 

(5) 



"場この式の右辺は、 Al' /λ1 .…， λ-: /Lと1を、 aIJ A ぃ… a.j A .と 1j 

のそれぞれをウェートとして平均したものに等しい。 AIキ/Aぃ … . A."" / A.は

すべて1よりも小さい(直前の定理を参照)0 (5)式の右辺の 1のウェー卜 1"，は

正であるから、平均値((5)式の左辺、りて/Aj)はA1*/わい・ AD~/ A D 

の最小値よりも大きくなければならない。これは矛盾である。

商品jが賃金財(または著修財)の場合も、 (3)-(5)は同様に成り立つ。た

だし、 j>n。ここから閉じ結論、

1>λjギ/上>A iて/λ 、) ..--'" t. 
がえられる。

牢 f資本の構成は、二重の意味に解される…・一。価値の面から見れば、それは、資本が

不変資本または生産手段の価値と、可変資本または労働力の価値すなわち労賃の総額

とに分かれる割合によって規定される。生産過程で機能する素材の面から見れば、そ

れぞれの資本は生産手段と生きている労働とに分かれる。…・・・第一の構成を資本の価

値構成と呼び、第二の構成を資本の技術的構成と呼ぶことにする。…・・資本の価値構

成を、それが資本の技術的構成によって規定されその諸変化を反映するかぎりで、資

本の有機的構成と呼ぶことにする。J( r資本論』全集版 1b 799頁)

牢(叩.) 賃金財(および著修財)産業 iで労働生産性の上昇(労働投入係数 11 の減

少)が生じた場合、その財 iのみの価値が低下し、他の産業には影響が及ばない。

【証明】ほとんど自明である。各自試みよ。

本b.λb...を、労働力1単位を生産するのに必要な賃金財n+l、……、 m

の量とする。すると、産業 iの資本の価値構成は、つぎのように書ける。
n 
LQi、ヘ-

kぇ= -.lご~~一'L- (i=L '''， h'¥ ) 

(j豆、ザ入0)丸心 ' 

(7) 

本 (Th.) 商品iの1単位を生産するのに必要な資本財jの量を節約する技術改良が生

じたとき、基準商品 1で表した商品iの相対価値は低下し、相対価値がそれより大き

な率で低下する商品は存在しない。

【証明】資本財の価値決定方程式を、 aJIについて微分すると、

δ"-1〆 δ九y ~え;
ふりt=4nf59十…+伽/d-りも十o

b入ら/ rr ‘δろV.AI"、&入~
く与のよ =UI'i-4りえ十 +c::1nし/的ι十 i

a〉ikJ=dJ滋ì~+ ..tαJろあ/cl~j 、 \\'\1 /ðaì~""'.T vo...... /';;>1 
tふま d ' uツ /0"ノ』

あるいは、行ヲlのかたちで表せば ノ

他方、産業 iの技術的構成は、用いられた生産手段の量 (alh a2i. … a. i)と

雇用された労働の量 1i との比率を表している。

牢マルクスは『資本論』で、技術改良は相対価値(あるいは絶対価値)に影響を及ぼさ

ないと仮定している。これは、単純化のための仮定である。一般に技術的構成の変化

は相対価値構造を撹乱してしまうので、この仮定は必ずしも成り立たない。

(6) 

州一、作 電。
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(6) 

口4口第4章価値・使用価値・交換価値

4-1 商品の交換価値と相対価値は、特殊な場合にのみ等しい。

牢マルクスは、江純粋に抽象的な『単純商品生産社会j 、または、②各産業の資本の価

値構成が同一であるような社会においてだけ、商品の交換価値が、商品の相対価値に

等しくなることを知っていた。

牢②の場合、資本主義社会の分析は、単純になる。すなわち、同ーの資本の構成をもっ

全産業を、あたかも単一産業であるかのように取り扱うことができた(第 1巻)。

本第2巻、第3巻では、それを2部門モデルに拡張した。すべての資本財産業が資本の

価値構成を同ーとする産業グループを構成し、賃金財ならびに著修財産業がもうひと

つの同様なクソレープを構成する、と仮定すると、つぎのように言える。1)全資本財

の価格と価値は比例し、全賃金財の価格と価値も比例する。 2)全産業は、 2部門、

すなわち、生産手段生産部門と消費資料生産部門とに集計できる。

牢a上を通じて、マルクスは、労働者が生産手段を所有するのをやめ、自己の労働力を

市場で売らなければならなくなったとき、価値と価格が互いに不離するのはなぜであ

るかを論証しようとした。

となる。ただし k~ はクロネッカーのデルタの行ベクトルである。 (6) 式を(1)

式と比較すれば、

九一
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託
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dJ(~ 
に比例している。

ヘ δ1¥工 dλZ
-一一一ツ o}?¥- dり4

である。賃金財の場合、 aJ Iの変化が資本財に影響せず、その商品の価値を低下させ

るだけなのは明らかである。 4-2 マルクスの固定的な消費需要関数

牢マルクスは、徴積分の知識を使わずに、 『資本論』ではつぎのように需要関数を定め

た。 wを賃金率、 p;を価格、 Tをl人1日当たりの労働時間、 bi は非負の消費係3-4 資本の有機的構成

// /Z' 



数であって、いずれも不変であり、

wTb~ 

之i= 丹、-t"1Tn.十，+・ーナ P刷 b阿

である。

4-3 マルクスの拡張一一主観的な需要関数

(*) 

牢マルクスはしかし、ものの効用は個人間で異なり、個々人の主観的な晴好に依存する

ことを理解していた。そこで、つぎのように仮定してみる。

(X 1.……. Xm) 各人の初期の手持ち商品ストック

(X 1.……. X.，)各人の最適商品ストック

UI 商品 (i=1.…. m)の使用価値(限界効用)θU/θXI

lJl 商品所有者にとって過剰な商品 iの非使用価値

LlJl (XI -XI) 非使用価値総額

すると、 h は交換価値に比例するから、lJlνPI (i=1.…. m )と書ける。個

人にとって、使用価値総額と非使用価値総額は、

rn ーー ‘ 

tι(疋.1) ，・・，泊四〉十、ミミυμtχ一文乙)
c"'， 

と書ける。これは、近代経済学でよく使うラグランジェ関数にほかならない。この関

数を、すべてのPi は不変として、 Xi について極大化すれば、

μ U2 U川 ρ
f' f2- f>m (勺=党)

をうる。これらの方程式は、生産物の直接的物々交換に関するマルクスの方程式と同

値である。すなわち、マルクスは確かに価格変化に対応する財の代替関係を考慮しな

い、硬直的な消費割り当ての仮定のもとで、研究を行なったのだが、以下に示すように

ワルラス以降の主観的需要理論を仮定しても矛盾なく研究が進められたであろうと考

えられる。

4-4 単純商品生産経済の一般均衡

牢以下のように、記号を定める。

bD+L b.+z.… b.. 生存水準での労働者の消費

PL… P.. 商品1、…、 mの価格

w:一人1時間当たりの所得

β:消費水準(予算方程式を満足するように決定する)

T:各個人の一日の労働時間

N:社会の労働者数

予算方程式は、 ー ‘ 
fn十'Phh十IT --斗 fmsb刊 = げ 下 (1) 

のようである。すると、賃金財およひ著修財に対する総需要は、つぎのベクトルで与

パP

えられる。

(2) 

すると、賃金財およひ著修財の需給均衡条件がつぎのようにえられる。

XII=D (3) 

XIIの額の賃金財およひ著修財の生産は、資本財の生産を誘発する。その結果、

X. =A. x. +Allx.. (4) 

が、資本財の需給均衡を与える。最後に、労働の需要は労働時間でのその供給に等し

くなければならないから、

LI X. +LI.x.I=TN (5) 

単純生産社会では、資本家がおらず、労働者は十分な支払いを受けるから、つぎの等

式がなりたたなければならない。

p.=p.A.+wL. 資本財について 、

PII=P. A.I+wLII 賃金財およひ著{多財について 1 ・(6 ) 

ただしここで、 P.、P..は、資本財、賃金財およひ著{多財の価格行ベクトルである。

本方程式(1)~ (6)は、もっとも単純な生産の一般均衡体系を与える。 (2)式は

ワルラス法則 (WalrasianLaw) (1)を満たす需要関数である。方程式 (3) (4) 

(5)は需給均衡方程式であり、 (6)は評価方程式 (valuationequiation)である。

本 (6)式を、第 1章の(1) (2)と比較すると、つぎのことがわかる。

・価格は価値に比例している。

→商品1(ニュメレール)で表した商品iの価格は、相対価値λ/んに等しい0

・商品1の価格を 1としたとき、所得率wは、 1/λ1に決定される。

→労働力をニュメレール(標準財)にとれば、価格は対応している価値に等しい。

牢(Th.)価値は、単純商品生産社会における均衡価格である。

【証明】価格、賃金、および1日当たりの労働時間が与えられると、 (1)式は消費水

準βを決定する。そうすると、消費財に対する需要が (2)式によって決定さオL そ

れがつぎに (3) (4)式によって、消費財ならびに資本財の供給を決定する。した

がって、労働に対する需要、つまり (5)式の左辺がえられるが、それは、 (2) --

(4)式から、つぎのように書ける。

[Lr(I-A工)ーIA立+LJr]NβB (7) 

ただし、 Bは、 b.+1."'， bmを要素とする列ベクトルである。(7)式の[ ] 

の中は、賃金財および著修財の価値であり、単純商品社会では、それは労働で表した

価格に等しいから、 (7)式をつぎのように書き直すことができる。

N(与Lpbw-+守ρ。
これは、 (1)により、 TNに等しい。したがって (5)式は証明された。すなわち

価値は、単純商品生産社会における均衡価格である。

/チ



4 -5 ワルラス的な単純商品生産社会の一般均衡

本(Th.)価値は、需要が各人の効用関数によって決まると考えた場合(主観的需要理論)

でも、単純商品生産社会における均衡価格である。

【証明】 q i; 財 iに対する個人jの需要

ul =Ul (q同+1 J.… q園 1) 個人jの効用関数

Pn+1 qo+1 1 +…+P.. qm;=wT:個人jの予算方程式

予算制約式のもとで効用ul を極大化すると、つぎの需要関数をうる。

) (-2::札十¥........m) b~j = 1l、( P~;，. ，~向\¥J)ーソ w ' 'vv ノ

つぎに、すべての個人の予算制約式、需要関数を合計すれば、つぎの 2式をうる。

ゃい十→ゃい =T~ 0' ) 

D=  l~日に;pい?…叫刊 (2' ) 

ただし、 qlは財iに対する総需要を表す。

(1) (2)式を 0')(2')式でおきかえると、生産の→般均衡の新しいモデル

ー→伸縮的な需要をもっ単純商品生産社会一ーがえられる。価値方程式と (6)式か

ら、労働で表した商品iの価格PI/Wがその価値Ai (i=l，…， m)に等しい

のは、まえのモデルと同じである。このようにしで決定された価格に対応して、需要

ははっ式によって決定さ才L それに応じて供給は (3) (4)式から決定される。

(3)式と (4)式からえられるわとx..を代入し、さらに価値と労働で表した価

格とは等しいという点を考慮に入れると、 (5)式の左辺はつぎのように書きかえら

れる。

弘'1" ， f附 I P川、
ム lV¥-t-、 l- H- 一一 }十…・ヤ
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これは、ワルラスの法則(I')によって、 TNIこ等しい。したがって (5)式がえら

れる。このように、価値とは、人びとがワルラス流の態度で行動する単純商品社会で

実現する均衡価格であるということが示された。

4 -6 まとめ

牢搾取がない場合、消費はそれ自身の論理で、ある特定の水準に決まる。マルクスはそ

れを、固定的な生活必要財のセットと考え、ワルラスは各人の効用関数によって可変

的と考えるが、どちらも単純商品生産社会の均衡価格(=価値)を導く。

本搾取がある場合、消費は、搾取がない場合とは別の水準に設定される。逆に言えば、

消費水準(あるいは実質賃金率)に対応して、搾取率が決まる。他方、実質賃金率に

/、?

応じて、均衡利潤率が決定される。搾取率三主実質賃金率三主利潤率であるから、利潤率

は搾取率の関数であると考えてもよい。このことは、第5章~第6章で示されること

になる。

口5口 第5章剰余価値と搾取

5 -1 これまでの学説の回顧

牢資本主義社会では、労働者は生産手段を所有しておらず、自力で商品を生産すること

ができないので、自己の労働力を資本家に売り渡す。賃金決定に際して、労働者は資

本家より弱い立場にあるから、資本家は容易に労働者を搾取することができる。

牢この結果、資本主義社会では、単純商品生産社会とは違って、一般に価値と価格とは

一致しない。価格と価値を区別するマルクス経済学は、それゆえ、価値と価格との二

重の計算体系をもっ。

牢ところが、この区別は、十分に理解され実行されなかった。 Sweezyも、 J.Robinson

も、 P.Samuelsonも、ときにはマルクス自身でさえもそうであった。

5-2 搾取率の、 3つの定義

牢『資本論』には、剰余価値率あるいは搾取率についての 3つの定義がある(これらは

互いに同値である)。

牢(1)搾取率の第一の定義:支払い労働に対する不払い労働の比率

B=[::i:和人のー梓段

A..B:毎日の生存手段の、労働時間による評価

T>A..B (仮定) (1) 

T:労働日の最大の長さ

T:通常の労働日の長さ (T>T>A..B)

のように記号を定める。資本主義経済では、 1日当たりの労働力の最低供給価格は、

労働者が1日に商品B (生存手段)を買うことができるように定められ、労働者は一

日にT時間働く。 ω=l/Tとすれば、労働者は 1時間当たり ω単位の生存手段を受

け取る。支払い量ωBは、 ωA..B労働時間に等しから、支払い労働部分をあらわし、

1-ωA..Bは不払い労働部分をあらわす。すなわち、資本主義経済では、資本家は

労働(の生産する価値)に対して支払いをするのではなく、労働力(の再生産費用〉

に対してだけ支払いをするのである。

それゆえ、第一の定義は、

不払い労働 1-ωA.，B 
e = -f-+I. .'-_ ( 2 ) 

支払い労働 ωA1.B 

となる。マルクスは、 1日当たりの支払い労働A..B、不払い労働T-A..Bをそれ

ぞれ、必要労働、剰余労働とも呼ぶので、第一の定義は、つぎのように表現すること

もできる。

1(:'，' 



剰余労働
e=一一一一一一一ー

必要労働
(2' ) 

となる。剰余価値率(マルクスの記号によると、 s')は、労働力の総価値に対する

生産された剰余価値であるから、

総剰余価値 A(X. -x.・)+A.. (x..一BN)
s ー (8)

労働力の総価値 A..BN 牢 (2)搾取率の第二の定義:社会的必要労働に対する総剰余労働の比率

ある社会に、 1日T時間働く労働者が百人存在するとする。彼らは 1日にBN量の賃

金財を生産しなければならず、その生産には資本財がA..BN量だけ必要となる。資

本財に対する乗数効果がゆき護った状態では、つぎの式をみたす資本財支zカ注産さ

れなければならない。

X. =A1 X. +A1.BN (3) 

本第三の定義 (s')は、先に定義した搾取率e ( (2)ならびに (5)式)と等しい。

【証明】労働力の総価値=A..BN=ωA..B(L. x. +L..x..) (9) 

( (6)式、 ω=l/Tより)

総剰余価値=A. (x. -x.・)+A.. (x..ー BN)

(A. -A. A.一ωA.• B L. ) x. + (A.. -A. A..一ωA..BL..)x.. 

(・.・ (6)、 (7)式を用いて、 x.・とNを消去) (1 0) 

したがって、賃金財の生産に直接 ・間接に必要な労働時間の総量は、

TN=L.支.+L..BN (4) 

ただしNは、必要労働者の数である。残余の労働者N-Nは、不必要労働者の数であ

って、投資目的の資本財産業か、資本家のための審修財産業で働くことができる。

牢第二竺定義(社会的必要労働に交付る総剰余労働、あるいは社会的勝労働の比率

(TN-TN) /TN一ーは、第一の定義((2)および(2' )式)に等しい。

【証明】 TN-TN TN-L.支E 一L..BN

TN L.玄.+L..BN 

TN-L. (I-A.) -IAI.BN-L..BN 

=e ωA..BL. x. +e ωA..BLllxl. 

(": ( 2 )式から、

(1 + e)ωA..B=l (10 

(・.・ (4)) 

をうるので、価値決定方程式A.=AI A. +LI、A..=A.A..+ 

L..をそれぞ才l、つぎのようにあらわせる。

A. =A. A. +ωA..BL. +e ωA..BL. 

A.1=A. A..+ωAI.BL.J+e ωA..BLJJ 

(1 2) 

(1 3) 

LJ ("I-AJ) -JAJJBN+LJ.BN 

TN-[L. (I-A.) -.A.J+L..] BN 

[L. (I -A. ) -IA..+L..] B育

N
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B
一
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一

日
一
一

N

H
一

B

A
-
B
A
一

川

二
川

ω
一A

N
一A

二
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(・.・第1章)

よって、 c1 0)式の( )のなかの部分はそれぞれ、 eωA..BL.、

e ωA..BL.. に等しい。)

=e ωA..B (LI x. +L..x..) 

・s 総策路ミ価値/労働力の総価値 e 

(ソω=l/T) 
牢以上の結果をまとめて、つぎの一般式が成立する。

剰余価値 剰余労働 不払い労働

労働力の価値 必要労働 支払い労働.牢したがって、

e= 
働
一
澗

綿
一
般

剰
一
的

総
一
会社

TN-TN 

TN 
(5) 

5-3 不変資本/可変資本/剰余価値

本(12) (13)式のおのおのの方程式、たとえば第 i番目の方程式、の右辺で用い

られた資本財の価値を表す第ーの部分は、不変資本 (constantcapital)とよばれ、

第二の部分(産業 iで雇用される労働力の価値を表す)は、可変資本 (variableca-

pi taI)とよばオ1、第三の部分は剰余価値 (surplusvalue)とよばれる。それぞれを、

Ci 、V.、S.の記号で表す。それゆえ、

Ai =Ci +Vi +SJ 0=1.…. m) 

牢 (3)搾取率の第三の定義:生産された総剰余価値の、労働力の総価値に対する比率

XI 資本財産業の産出量ベクトル

XIJ 賃金財およひ寄修財産業の産出量ベクトル

とすると、労働時間で表した総雇用は、

TN=L. XI +L.Jx.J (6) 

N人の労働者に必要な生存手段を提供するため、賃金財産業はBN量の産出物を生産

しなければならず、 x.、X.Iを生産するためには、資本財は、

XJ・=A.xJ +AJ，xJJ (7) 

だけ生産されなければならない。資本財、賃金財およひ著修財の余剰生産物はそれぞ

れ、 XI-x.・、XIJ一BNである。それゆえ、生産された総剰余価値は、

A， (XI -x.・)+AiJ (XIJ一BN)

である。

牢第 i産業の剰余価値率は、 Si/Viと定義される。方程式c12)、 (1 3)によ

って、それは、すべての iについてeに等しい。すなわち、搾取率は、経済全体を通

して均等化される。もしも、産業ごとに労働日の長さが違っていたとすれば、第 i産

業と第j産業の搾取率も等しくない(次頁参照)。 そこで、産業間で労働者の移動が

生じ、均衡点ではT1=TJとなる。

/グ /8' 



e 1 = 
T 1 -A"B 

A"B 
ョt:. eJ = 

T J -A"B 

A"B 
(γTi 学Tj )

(←)搾取があること (e> 0)を仮定する。(12) (13)式から、

A， >A， A， +A"ωBL， 

AI，>A， A"+A，，ωBL'I 

をうる。ここで、 p =αA，、 pαA、w=αAI'ωBとおく(ただしαは

任意の正の数)。 すると、それらはすべて正であって、正の利潤のための条件である

(15) (16)式を満たしている。

5-4 マルクスの基本定理 (FundamentalMarxian Theorem) 

本(Th.)全産業が正の利潤を獲得するような、→且の非負の価格と賃金率が存在するた

めの必要かっ十分な条件は、搾取率eが正となるような実質賃金率ωが与えられるこ

とである。

言いかえれば、資本家による労働者の搾取が、正の利潤をうみ出す→且の価格一賃金

の存在にとって、すなわち、資本主義経済の存続の可能性にとって、必要かっ十分な

条件である。

【証明】資本財、賃金財および著修財の価格ベクトルを、

p， (PI.…， P D )、 p，，=(Pn+し…， Pm) 

とする。賃金率は少なくとも生存水準と同じ高さであり、労働者は 1時間の賃金で、

ωB量の賃金財を購入できる。すなわち、

w;三P"ωB 

各産業が正の利潤を獲得するためには、つぎの不等式が成立する。

p， >p， A， +wL， 

p，， >p， A，，+wLI' 

(→)各産業が正の利潤を獲得している、すなわち、

この式のwに(10 式を代入して、

(10 

5-5 基本定理についての考察

本基本定理により、もしも各産業が正の利潤をえているのであれば、たとえω、A"、

Bの値を知らなくても、実質賃金率ωが、 ω<1/ (A"B)なる水準に定められて

いる(すなわち、搾取か存在する)と結論することができる。

牢正の搾取が存在するための条件を考えてみると、

1)科学技術が、資本財あるいは生産手段が「生産的Jである水準にまで、発達して

いること。

2)各産業の技術が十分に生産的で、生存手段の総価値 (A"B)を最長労働日以下

にできるほど、賃金財の価値AI'が低くなること。

3)実際の労働日Tは、必要労働時間A"Bよりも長いこと。言いかえれば、実質賃

金率ωは、その最大率1/(A"B)よりも小さいこと。

牢以上のような条件で、定式 (2)から、 (e，ω)平面上に、搾取率曲線を描くこと

ができる。この曲線は、 1/Tから出発して、 ω=l/(A"B)で終わる右下がり

の曲線を描く。搾取率を決定する問題は、労働日を決定する問題に帰着する。すなわ

ち、搾取率eは、 ω=1/Tに対応する値で最大となる。

(1 5) 

(1 6) 

(15) (16)を仮定する。

p， >p， A， +p"ωBL， (15') 

p，， >p， A"+p，，ωBL" (16') 

が成り立つ。このことから、資本投入係数と労働養育の投入係数c1abour-f eed i ng 

Input coefficients)の行列、
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は「生産的」であることが判明するじ'p，> 0、p，， >O)。 したがって、第2章

の結果より、つぎのような正の産出量ベクトルX，、 X"か平躍する。

[司シ[~工 バ瓦 lr.'{.."I.i l|](17)  
工:It.1ωBL工 ωRLlL J l:{.1L 

(17)式にベクトル (A，， A，，)を左からかけ、 (12) (13)式を考慮に入

れて整理すると、次式をうる。

(A， x， +A"xl') -A， (A， x， +A"x，，) 

-A" (ωBLI X， +ωBL"x，，) 

=e (ωA"BLI XI +ωA"BL"xll) >0 

この式から、 eは正であることがわかる。

1/T 1/ (A"B) 

口 6口第6章利潤率

6 -1 利潤率πは搾取率eよりも小さい(森嶋一シートンー置塩の定理)

本 (Th.)利潤率πは搾取率eよりも小さい

【証明】 πを均衡利潤本 PIを商品iの価格、 wを労働時間当たりの賃金率とする。

PI、Pl'はそれぞれ資本財、賃金財および著修財の価格ベクトルである。すると、

利潤率が均等化される長期均衡では、つぎの式がえられる。
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